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EINLEITUNG iii

Einleitung

In der diophantischen Geometrie will man die ganzzahligen L&sungen von poly-
nomialen Gleichungen quantitativ und qualitativ beschreiben. Ubersetzt man dio-
phantische Gleichungen geometrisch, so beschreiben die komplexen Lsungen eine
algebraische Varietdt, und wir suchen die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten.
Oft geniigt es, rationale Losungen zu betrachten, weil jede rationale Losung durch
Multiplikation mit den Nennern auch eine ganzzahlige Losung induziert. 1922 ver-
mutete Louis Joel Mordell, dass die Zahl der rationalen Lésungen endlich ist, wenn
die komplexe Losungsmenge eine Riemannsche Flache vom Geschlecht groker als
Eins bildet. Das bedeutet vereinfacht, dass eine rationale polynominale Gleichung
in 2 Variablen vom Grad > 4 nur endlich viele rationale Losungen hat. Bewiesen
wurde diese Mordell Vermutung 1983 von Gerd Faltings, der fiir diese Leistung 1986
die Fieldsmedaille erhalten hat. Beim Beweis der Mordell Vermutung spielt die Gro-
fse der Losungen die zentrale Rolle. Diese Grofe wird Héhe genannt. Mittels dieses
Begriffs ist es nun méoglich Losungen sinnvoll zu zdhlen und zu messen. Um dies
praktisch Nutzen zu koénnen, wire es wichtig, dass man eine obere Schranke fiir die
Hoéhe der Losungen angeben kann. Mit einem geniigend leistungsfahigen Rechner
ware es dann einfach, alle Zahlen bis zu dieser Schranke durchzuprobieren und so
alle Losungen zu finden. Dies ist aber meist sehr schwierig und so auch bei der Mor-
dell Vermutung ungel6st. Dieses Problem fiihrt uns auf den allgemeinen Fall einer
glatten projektiven Varietit X der Dimension n. Die n-Formen auf X bilden ein
Geradenbiindel Q™. Dann erwartet man fiir amples Q" dass die Losungsmenge
endlich ist. Im Fall der Kurven im projektiven Raum gilt Q = Q"' ampel genau
dann, wenn das Geschlecht der Kurve > 2. Dies deckt sich mit der oben erwihnten
Mordell Vermutung. Nun ist aber die Menge der rationalen Punkte von X nicht im-
mer endlich. Fiir eine Unendlichkeitsaussage wiinscht man sich eine asymptotische
Abschitzung fiir die Anzahl N(X,T) der Losungen in X, deren Hohe kleiner als T
ist. Das einfachste Beispiel fiir eine Losungsmenge mit unendlich vielen rationalen
Punkten ist X = PX ! fiir N > 2. Der Fall K = Q ist von Richard Dedekind und
Heinrich Weber untersucht und spéter von Wolfgang M. Schmidt auf Grassmann-
Varietéiten erweitert worden. Fiir einen beliebigen Zahlkorper K sei d der Grad der
Korpererweiterung, r bzw. s die Anzahl der rellen bzw. komplexen Einbettungen,
R der Regulator, Dg/q der Absolutbetrag der Diskriminante, w die Anzahl der
Einheitswurzlen, h die Klassenzahl und (x (V) die Zetafunktion des Zahlkorpers K
(siehe [Ko] fiir die Definitionen). Dann hat Stephen H. Schanuel 1979 die folgende
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Aussage bewiesen (siehe [S]):

Satz von Schanuel 0.1. Die Anzahl der Punkte in PX ' mit Hohe kleiner gleich
T ist

N (Py ', 7)

N
hR (y(zﬂ)s) J—— { O (Tlog(T)) fir N=2,d=1

N w(k (N) D%j@ O (T™N7Y)  sonst,

wobei die implizite Konstante in der Abschdtzung von N und K abhdngen kann.

In dem Fall, dass (Q"")~! ampel ist, spricht man von einer Fano-Varietiit und man
erwartet, dass die Losungsmenge unendlich ist. Hier gilt im Fall der Kurven, dass
X genau dann eine Fano-Varietit ist, wenn X = P!. Dazu vermutete Yuri Manin
eine Asymptotik fiir die Anzahl der rationalen Punkte in einer geniigend kleinen,
offenen und dichten Teilmenge U von X (|L4], Section 10.4). Diese nach ihm be-
nannte Manin-Vermutung ist bis jetzt ungelost. Ein weiteres Resultat stammt von
Enrico Bombieri und Walter Gubler ([BG|, Theorem 11.10.11). Fiir eine glatte Ku-
bik X von Grad 3 in P* geben sie eine Asymptotik fiir die Anzahl der rationalen
Punkte auf der 2-dimensionalen Geradenschar in X an. Diese Aussage unterstiitzt
die Manin-Vermutung und ihr Beweis benutzt die folgende Verallgemeinerung des
Satzes von Schanuel. Seien dazu, zusédtzlich zu den oben getroffenen Definitionen,
W ein n-dimensionaler Unterraum von K%, a(n) das Volumen der n-dimensionalen
Einheitskugel und Ha, (L) die Arakelovhéhe des durch W induzierten projektiven

linearen Unterraums L. Dann gilt:

Verallgemeinerter Satz von Schanuel 0.2. Die Anzahl der Punkte in L mit
Hohe kleiner gleich T st

O(/\ll (1—|—log+ (%))) +0O(T) fird=1n=2

c
N(L,T) = h——T" nd—
(L.1) Cx(n) " O ((/\%) ’ 1) +0 (Td) sonst,

wobei die implizite Konstante in der Abschditzung von n und K abhdngen kann und

B s ta(ny (27 a(2n)} Had D)™

Cn = —
n = UK/

Im Gegensatz zum Satz von Schanuel wird hier nun die relative Situation fiir einen

Unterraum W betrachtet. Zusatzlich wird die von Schanuel fiir die Hohe benutzte
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Maximums-Norm durch die L2-Norm ersetzt, um die Anwendbarkeit der verallgemei-
nerten Aussage in der Arakelov Geometrie zu gewahrleisten. Die Verallgemeinerung
des Satzes von Schanuel ist in [BG|, Theorem 11.10.14 etwas anders formuliert. Dort
tritt in beiden Féllen der zweite Fehlerterm, der fiir die Anwendung unbedeutend ist,
nicht in Erscheinung. Bombieri und Gubler haben einen Beweis fiir den Fall K = Q
gegeben, der in dieser Diplomarbeit aufgeriffen wird. Der allgemeine Fall blieb offen
und wird in dieser Diplomarbeit bewiesen. Ahnlich explizite Aussagen hat Thunder
1992 in [Th1] fiir Grassmann-Varietdten und 1993 in [Th2] fiir Fahnenvarietiten be-
wiesen. Im Unterschied zur Aussage dieser Diplomarbeit gelten Thunder’s Resultate
nur fiir T—o0. Dies geniigt aber nicht, um die oben erwihnte Anwendung fiir die

glatte Kubik in P* beweisen zu konnen.

Zum Aufbau der Diplomarbeit: Im 1. Kapitel werden die Terminologie und die in
der Literatur nicht eindeutig definierten Begriffe festgelegt. Fiir die in der algebrai-
schen Zahlentheorie benutzten Standardnotationen verweisen wir den Leser auf das
Buch [Ko|. Im Anschluss werden die benétigten Resultate iiber die Riemannsche und
Dedekindsche Zetafunktion bereitgestellt. Das 2. Kapitel beschéftigt sich mit dem
Konzept der Hohen. Dafiir stellen wir zunéchst einige wichtige Grundlagen iiber die
Absolutbetrage auf Zahlkorpern, die Vervollstandigung und den projektiven Raum
bereit. Dies ermoglicht uns dann die in der Arakelov Geometrie benétigte Arakelov
Hoéhe fiir Punkte einzufiihren. Darauf aufbauend kommen wir zur Hohe eines Un-
terraumes. Zum Abschlufs des Kapitels zitieren wir ein wichtiges Resultat iiber das
Volumen eines Gitters und verallgemeinern dieses so, dass es auf unsere spétere Si-
tuation anwendbar ist. Im 3.Kapitel wird zur Motivation des allgemeinen Falls der
verallgemeinerte Satz von Schanuel im Fall K = Q detailiert bewiesen. Der Beweis
gliedert sich in drei Schritte und benutzt das in Kapitel 2 erarbeitete Resultat iiber
das Volumen eines Gitters sowie ein Lemma aus der Geometrie der Zahlen. Im 4.
Kapitel beginnen wir mit den Vorarbeiten fiir den Beweis der Verallgemeinerung
des Satzes von Schanuel, indem wir den Divisorensatz von Schanuel verifizieren. In
einem ersten Schritt reduzieren wir die Aussage auf das Problem, die Anzahl von
Gitterpunkten in einem bestimmten beschrinkten Gebiet in einem gegebenen eukli-
dischen Raum zu zéhlen. Dazu ist wie im Fall K = Q wieder ein Lemma aus der
Geometrie der Zahlen nétig, das wir im Gegensatz zu Schanuel in einer verfeiner-
ten Version anwenden, um der relativen Situation gerecht zu werden. Um dann den

Beweis des Divisorensatzes abzuschliefen, miissen wir das Lebesguemafs des oben
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genannten Gebietes berechnen und die Parametrisierbarkeit seines Randes priifen.
Letzteres geschieht im 5. Kapitel und wird anhand mehrerer technischer Lemmata
ausgefiithrt. Im 6. Kapitel iibersetzen wir den Divisorensatz von Schanuel in eine
Aussage fiir alle Punkte in L und erhalten damit den verallgemeinerten Satz von
Schanuel. Dazu fiihren wir zunéchst eine Inversion iiber alle Ideale durch, mit der
sich anschliefend der Beweis des verallgemeinerten Satzes von Schanuel durch eine

kurze Rechnung beenden lasst.

Ich danke meinem Betreuer Dr. Walter Gubler fiir die interessante Themenstellung,

die zahlreichen Anregungen und die Zeit, die er fiir mich und meine Fragen hatte.

Dortmund im Februar 2007 Christian Mathias Christensen
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1 Terminologie und Grundlagen

Wir wollen in dieser Arbeit die Standardterminologie verwenden, hier aber zur Er-
leichterung die wichtigsten Notationen noch einmal zusammenstellen und die in der
Literatur nicht eindeutig definierten Bezeichnungen festlegen. Im zweiten Teil die-
ses Kapitels definieren wir die Riemannsche und Dedekindsche Zetafunktion und

werden im Anschluss kurz die benétigten Resultate wiedergeben.

Terminologie

In der Mengentheorie bedeutet A C B, dass A eine Teilmenge von B ist, wobei
auch A = B zugelassen ist. Fiir den Fall, dass A eine echten Teilmenge von B ist,
schreiben wir A C B. Wir bezeichen die Kardinalitit einer Menge A, das heifit die
Anzahl ihrer Elemente, mit |A|.

Mit N bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen ohne Null. Q, R und C sind
die Korper der rationalen, rellen und komplexen Zahlen. Als positive bzw. negative
Zahl bezeichnen wir eine reelle Zahl > 0 bzw. < 0. Mit R* ist die Gruppe der

positiven reellen Zahlen gemeint. Zusétzlich definieren wir R™ := R+ U {0}.

Mit ggT(a,b) bezeichnen wir den groften gemeinsamen Teiler von a und b. alb be-
deutet das a ein Teiler von b ist. Weiter ist Re(z) bzw. Im(z) der Realteil bzw.

Imaginérteil einer komplexen Zahl z.

Die untere Gaufklammer |z, definiert fiir x € R, ist die grofte ganze Zahl < z.
Entsprechend ist die obere Gaukklammer [z] die kleinste ganze Zahl > x.

Fiir zwei Funktionen f, g : X—R, wobei X ein topologischer Raum, bedeutet das
Landau-Symbol f(z) = O(g(z)), dass |f(z)| < Cg(x) fiir eine positive Konstante C'
gilt.

K steht fiir einen Zahlkorper, das heifst eine endliche Korpererweiterung von Q. Wir
setzen d := [K : QJ, das heift der Grad der Korpererweiterung von K iiber Q ist
d. Fiir N € N sei KV das kartesische Produkt K x ... x K. Weiter steht X fiir ein
N-Tupel (z1,...,zy) € K”. Insbesondere setzen wir 0V := (0,...,0) € KV. Den

algebraischen Abschluf von Q bezeichen wir mit Q.
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Wir iibernehmen die gédngigen Notationen fiir die algebraische Zahlentheorie aus

dem Buch [Ko|, unter anderem die Begriffe: Maximalordnung ox, Klassenzahl h,

Norm Ng/g(.), Diskriminante D g und Regulator R.

Definition 1.1. Wir definieren

n
2

T

a(n) == m

als das Volumen der Einheitskugel in R™ (|K6|, Kapitel 7.3, Beispiel 1). Dabei ist

I'(.) die Gamma-Funktion.

Zetafunktionen
Definition 1.2.
(a) Eine arithmetische Funktion ist eine Funktion f : N—C.

(b) Die summatorische Funktion F einer arithmetischen Funktion f ist

F(m):=Y_ f(n).

njm
Beispiel 1.3. Die arithmetische Funktion
1 firn=1
pw(n) =< (=1)" fiirn=p;-...-p, Produkt von verschiedenen Primzahlen
0 sonst, das heifst wenn n einen quadratischen Teiler hat,

heifst Mébiussche pu-Funktion. Thre summatorische Funktion ist

E(n)::{ 1 firn=1

0 sonst.

Lemma 1.4. Sei f eine arithmetische Funktion mit summatorischer Funktion F'.

Dann gilt die Mdobiussche Umkehrformel

) =Y n(5) Fld).

dn

Beweis: Siehe [Nag|, Chapter I, Theorem 15.
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Definition 1.5. Fiir s € C mit Re(s) > 1 heift die Reihe

C(s) =)k~

k=1

Riemannsche Zetafunktion. Sie hat eine analytische Fortsetzung auf C \ {1} mit
einfachen Pol in s = 1.

Lemma 1.6. Fiir die Riemannsche Zetafunktion gelten folgende Eigenschaften:

(a) Fiir Re(s) > 1 gilt das Fulerprodukt

¢ts) =11 1;;g

p prim

(b) Fiir Re(s) > 1 gilt:

1 i pu(k)
Beweis: Fiir Teil (a) siche [WW]|, Chapter 13.3. Fiir s € N folgt Teil (b) durch
Anwendung der Mébiusschen Umkehrformel. Der allgemeine Fall von Teil (b) ist in
[Ja], Theorem 2.2.2 zu finden. O

Definition 1.7. Fiir s € C mit Re(s) > 1 definieren wir die Dedekindsche Zeta-
funktion durch

Cre(s) == 3 Nigsola) ™,

wobei Nk g(a) die Absolutnorm des Ideals a und die Summe iiber alle ganzen Ideale
a lduft. Sie hat eine analytische Fortsetzung auf C\ {1} mit einfachen Pol in s = 1.
Fiir den Spezialfall K = Q erhalten wir die Riemannsche Zetafunktion, die mit ¢
statt mit (g bezeichnet wird.

Definition 1.8. Durch

1 fiir a = Or
p(a) :==¢ (=1)" fiira=p;-...-p, Produkt von verschiedenen Primidealen
0 sonst, das heifit a teilbar durch ein Quadrat eines Primideals,

definieren wir die Mdbiussche u-Funktion fir Ideale.
Lemma 1.9. Fiir die Dedekindsche Zetafunktion gelten folgende Eigenschaften:

(a) Fir Re(s) > 1 ist (x(s) absolut konvergent.
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(b) Fiir Re(s) > 1 gilt das iiber alle Primideale p # {0} von K erstreckte Euler-
produkt

1
o) = 1 =g

p

(c) Fiir Re(s) > 1 gilt die iiber alle ganzen Ideale a von K erstreckte Formel

pla) 1

— Nik/o(a)® Cr(s)

Beweis: Fiir Teil (a) und (b) siehe [Na], Chapter 7.1, Proposition 7.1. Fiir Teil (c)
siehe [Na], Chapter 7.1, Corollary 2. ]
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2 Hohen

In diesem Kapitel wollen wir den Begriff der Arakelov Héhe einer Zahl und eines
Unterraumes einfiihren. Dabei folgen wir dem Vorgehen von Bombieri und Gubler,
[BG]. Insbesondere iibernehmen wir ihre Normalisierungen. Als erstes ben6tigen wir
einige Grundlagen. Dazu geben wir zunichst ein kurzer Uberblick iiber Absolutbe-
trage auf Zahlkérpern und die Vervollstandigung. In diesem Zusammenhang kommen
wir auch auf die p-adischen Betréige zu sprechen. Im néchsten Schritt komplettieren
wir den affinen Raum K? und erhalten so den projektiven Raum P¥. Anschliefend
definieren wir die Arakelov Hohe eines Punktes und die Hohe eines Unterraumes.
Danach werden wir kurz die wichtigsten Eigenschaften der Héhen wiedergeben. Ab-
schlieflend zitieren wir ein wichtiges Resultat {iber das Volumen eines Gitters und

verallgemeinern dieses so, dass es in unserer Situation anwendbar ist.

Absolutbetriage und Vervollstandigung

Definition 2.1. Ein Absolutbetrag auf einem Korper K ist eine reellwertige Funktion
(K — R), so dass Va,y € K gilt:

(i) |z| >0und [z|=0<2=0
(i) |-yl =[] - [y|
(iii) |z +y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung)
Erfiillt der Absolutbetrag zusétzlich das (stiarkere) Axiom
(iii") |x + y| < max{|z|, |y|} (ultrametrische Dreiecksungleichung),
heifst er nicht archimedisch, ansonsten archimedisch.

Definition 2.2. Sei p eine Primzahl und x € Q. Dann ldsst sich x darstellen als
xr = pk% mit k,m,n € Z, n # 0 und ggT(m,p) =1 = ggT(n,p). Wir definieren die
p-adischen Absolutbetrige |.|, auf Q durch

2], = p* 2 eQ\{0}
- 0 z2=0 '

||, ist fiir alle Primzahlen p nicht archimedisch. Weiter bezeichnen wir den iiblichen
Betrag mit |.|w. Er ist der einzige archimedische Absolutbetrag auf Q (|J|, Theorem
9.4).
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Definition 2.3. Sei |.| ein Absolutbetrag auf einem Korper K. K, mit dem Abso-

lutbetrag |.|, heilt Vervollstindigung von K genau dann, wenn gilt:
1. K, ist ein Korper.
2. K ist ein Teilkérper von K.
3. |.| und |.|, stimmen auf K iiberein.
4. K, ist vollstandig, das heift jede Cauchyfolge konvergiert.
5. K ist dicht in K.

Bemerkung 2.4. Die Vervollstiandigung K, von K existiert und ist eindeutig bis

auf einen isometrischen Isomorphismus ([L1], Proposition XII.2.1).

Definition 2.5. Sei Mg := {|.|, | p Primzahl oder p = oo}. Fiir + € K und
eine Fortsetzung |.|, eines Absolutbetrages aus Mg definieren wir seinen normierten
Absolutbetrag |.|, durch

], := |l

Sei M die Menge der Fortsetzungen der Absolutbetrige von Q auf Q und My die

Menge der normierten Fortsetzungen von Mg auf K.

Projektiver Raum P}

Definition 2.6. X ~Y € KN*1\{0} & 3\ € K, X = \Y. Dann heift der Raum
der Aquivalenzklassen
Py = (KY\{0})/

projektiver Raum der Dimension N. P¥ ist also der Raum der 1-dimensionalen Un-
terriume von KV*!. Die Aquivalenzklasse von X = (zo,...,zy) € KNT\{0} wird
mit (zo:...: zy) € PY, den sogenannten homogenen Koordinaten von X, bezeich-
net. Diese sind bis auf Vielfache eindeutig bestimmt.

Zum Beispiel ist P der Raum der 1-dimensionalen Unterriume von RZ.

Bemerkung 2.7. Der projektive Raum ist eine (ideale) Komplettierung des affinen
Raumes. Geometrisch gesehen ist er perfekt in dem Sinne, dass viele Sétze ohne

Ausnahmen gelten.
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Definition 2.8. Sei W Unterraum von KVt W = {0}. Dann heifit
Px(W):={(xg:...:2x) EPX | X = (z0,...,25) € W}

der durch W induzierte projektive lineare Unterraum. Er hat Dimension dim(W)—1.
Falls W = {0}, setzen wir Px(W) = () und dim(Px(W)) = —1.

Arakelov Hohe

Definition 2.9. Fiir X = (zq,...,zn) € @NH und v € M setzen wir

max (|z;|,)  falls v nicht archimedisch.
1<i<N

1
N 3
(Z |£L'1|3> falls v archimedisch.
=0

Sei K C Q ein Zahlkérper. Dann definieren wir fir X € KNt und w € Mg

H,(X):=

[Kw iQp]

H,(X) := H,(X) sl |

wobei p € Mg und v € M so, dass w eine Fortsetzung von p und v eine Fortsetzung

von w ist.

Definition 2.10. Nun definieren wir die Arakelov Héhe fiir P € IP%(K) mit Repré-
sentanten X € KNV*! durch

Weiter wird die multiplikative Arakelov Héhe definiert durch
Ha,(P) := exp(ha.(P)).

Bemerkung 2.11. Aus der Produktformel ([BG|, Proposition 1.4.4) folgt, dass
ha:(P) unabhéngig von der Wahl des Représentaten X ist. Weiter ist die Definition
von ha,(P) unabhingig von K ([BG], Corallary 1.3.2).

Definition 2.12. Sei W ein n-dimensionaler Unterraum von Q. Das n-te dubere
Produkt AW ist ein eindimensionaler Unterraum von A"Q. Damit kénnen wir W

als Punkt Py im projektiven Raum P(A”@N) auffassen. Diesen kénnen wir mit dem
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projektiven Raum der Dimension (]:L[ ) identifizieren, indem wir die Standardkoordi-

naten verwenden. Dann heift
hAr<W> = hAr(PW)

die Arakelov Héhe von W und wie in 2.10 definieren wir die multiplikative Arakelov
Hohe von W durch
HAr(W) = eXp(hAr(PW>>‘

Gittervolumen

In diesem Abschnitt sei ® : KV — T[], KY = RV die Diagonaleinbettung, wobei der
Index v iiber alle archimedischen Elemente aus My lauft. Wir zitieren zuerst ein
Resultat von Schmidt ([Sch|, Theorem 1), das wir anschliefiend so verallgemeinern,

dass es in unserer Situation anwendbar ist.

Theorem 2.13. Sei W ein n-dimensionaler Unterraum von K. ® bildet das K -
Gitter A :== W N o% in ein nd-dimensionales R-Gitter A, im Abschluss von ®(W)
in RN aqb. Weiter seivol(Ay) das Volumen der Fundamentalmasche von ®(W) /A

beztiglich des relativen LebesquemafSes. Dann gilt:

2" vol(Aso) = Dy Har (W)™,

2.14. Unser Ziel ist es nun, das vorherige Resultat zu verallgemeinern. Sei dazu fiir
den Rest des Kapitels W ein n-dimensionaler Unterraum von K% und a ein Ideal
in og. Mit (a)" bezeichnen wir die Menge der N-Tupel von Elementen aus a. Auch
hier bildet ® ein K-Gitter A in ein nd-dimensionales R-Gitter A, im Abschluss
von ®(W) in R¥ ab. Ab jetzt wollen wir A := W N (a)V setzen. Weiter sei wie
oben vol(Ay) das Volumen der Fundamentalmasche von ®(W)/A., beziiglich des
relativen Lebesguemafes. Um nun eine zu Theorem 2.13 analoge Aussage fiir unser
neues Gitter A, zu erhalten, benétigen wir eine allgemeine Aussage {iber den Index

von Moduln und ein technisches Lemma.

Proposition 2.15. Sei M ein endlich erzeugter torsionsfreier 0 x-Modul und N ein
ox-Untermodul von M mit endlichem Index. Fiir ein nicht archimedisches v € My
sei M, bzw. N, die Vervollstindigung von M bzw. N beziiglich der v-adischen
Topologie. Dann gilt:

(M N =]]IM,: N,J,

14

wobeil v iiber alle nicht archimedischen Elemente aus My lauft.
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Beweis:
1.Schritt: K =Q
Nach dem Elementarteilersatz (|Bo|, Kapitel 2.9, Theorem 2) gibt es eine Basis
bi,...,b, von M und Aj|As... |\, € N so, dass A\1by, ..., \,b, eine Basis von N ist.
Es gilt:

[M:N|=X-...- A\

Weiter ist by, ...,b, eine Basis von M, und A\bq,..., \,b, eine Basis von N,. Nun

sind die Stellen v im Fall 0 = Z die Primzahlen. Setze also v = p. Damit gilt:

M, /N, = @ZP//\J‘ZP = @Zp/pejzp = [My: Ny = Hpej
j=1 j=1 i=1

=[], : N, :HHpej :HA]-,

wobel A = p{' - ... p;" die Faktorisierung von A in Primzahlen ist.
2.Schritt: Allgemein
M und N sind als endlich erzeugte ox-Moduln auch endlich erzeugte Z-Moduln.
Es gilt fiir p prim, v € Mg und v Fortsetzung von p, welches wir hier durch v | p
kennzeichen:

0 Q7 Ly = H(OK)V' (1)

vlp
Denn es gilt K ®g Q, = [[,), Kv ([BG|, Section 1.3) und ox ®z Z, ist ein Z,-
Untermodul von 0x®7Q, = K®gQ,, weil 0k ein flacher Z-Modul ist. Damit folgt die
Inklusion ,,C” in (1) direkt. Die Gleichheit liefert uns der starke Approximationssatz
(siehe [BG] Theorem 1.4.5). Wir benutzen die bekannte Identitédt M, = M ®,, (0k)y-
Somit gilt:
M2=M®, . 0K

M, > M ®zZ, = (M ®qy 0k) ®z Ly = M ®q, (0x @z Zy)

QM@ HoK NHM&,K 0k), HM

le

Insgesamt folgt mit dem 1.Schritt:

(M :N =[] : N =TT [T]M: [ | =[] 14 : N,

p p |vlp vlp
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Lemma 2.16.
(o)™ n W) = (@)Y N )] = Nigjq(a)".

Beweis: Wir wihlen ein nicht archimedisches v € Mg und setzen W, := W Qx K,,.

Natiirlich ist W, auch die Vervollstindigung von W beziiglich der Maximumsnorm
| X, = max;—__n(|z;|,) auf K.

L.Schritt: ((a)¥ N W), = (@)Y nW, c KY

Offensichtlich gilt (a)¥ N W C (a)¥ N W, und damit ((a)¥ NW), C (a))¥ NW,,. Sei
X € ()Y NW, und € > 0. Eine Verallgemeinerung des starken Aproximationssatzes
(IBG|, Theorem 1.4.5) fiir W zeigt, dass Y € (ox)¥ NW mit | X — Y|, < € existiert.
Weiter diirfen wir in diesem Satz verlangen, dass |Y|, < |al, fiir die endlich vielen
w € My mit |al, < 1. Damit folgt Y € (a)". Dabei wird |al, als der Betrag eines
Erzeugenden von (a),, erklirt. Also konnen wir jedes Element X € (a))Y N W, durch
Elemente aus ((a)Y N W), approximieren und erhalten ,=" im 1.Schritt.

2.Schritt: ((ox)Y NW), = (ox)Y NW, C KY

Folgt fiir a = 0x aus dem 1.Schritt.

3.Schritt: [((ox)¥ N W), : ()N NW),] = (oK), : (a),]"

Nun gilt:

[((OK)N A W) ] 1. und 2. Schritt K(UK)zJ/V A Wl,) : ((a)iv A Wy)} '

Da (0k), ein Hauptidealbereich ist, konnen wir den Elementarteilersatz (|Bo|, Kapi-

(orow),

tel 2.9, Theorem 2) anwenden. Damit existiert eine Basis by, ..., b, von (o) N,
so, dass Abi, ..., \,b, eine Basis von (a)) NW, fiir M\[Aa... |\, € (0k),. Es gilt
|bj|, = 1, denn sonst haben die Koordinaten einen nichttrivialen Teiler und b; ist
kein Teil einer Basis von (0x)Y N W,. Nun gilt |\;b;], = |a], und mit demselben
Argument wie vorher auch |\|, = ... = [Ay], = |a],. Es folgt (0x),A\; = (a),. Jetzt

konnen wir diese Argumente zusammensetzen und erhalten:

(X nw) s (@) nw)] = [é(omybj é(omzaj]

=TT 1(er). : Ny(0x)) = [(0x)s - (a),])"

Jj=1

4.Schritt: [((ox)Y NW) : ((a)N NW)] = Ng/g(a)"

(™ nw) (@ W) = IT (0" nw)

v

(o))

v
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3.Schritt H (o), : (a) ] 2.15 [ox :a]" = Nk/o(a)",

wobel v iiber alle nicht archimedischen Elemente aus My lauft. Fir die letzte Glei-
chung siehe [Ko|, Satz 3.5.1. O

Theorem 2.17. Unter den Voraussetzungen von 2.14 gilt:

2" vol(A) = Dyl Har(W)! Ni g (a)"™.

Beweis: Sowohl W N o% als auch W N (a)" bilden ein K-Gitter in K. Nun gilt
(|EDb], Section 1.1):

vol(®(W N (a)M))

wol@(7 1 0Y) = [@(W Noy) : (W N (a))].

Jetzt wird der Index unter ® nicht verdndert. Also gilt:

2.16

[@(W Nog): oW N (a)M)] = [Wnoy: WnN(a)V] = Nggla)".

Zusammen ergibt das:

vol(@(W N (@)V))

vol(®(W Nok)) = Nic/o(@)"

Dies setzten wir in das Ergebnis aus Theorem 2.13 ein und erhalten:

2" vol(Aso) = Dyl Har(W)? N jg(a)",

wobei Ay, = ®(W N (a)V). O
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3 Verallgemeinerter Satz von Schanuel fiir K = Q

Die Verallgemeinerung des Satzes von Schanuel liefert uns eine Abschitzung fiir die
Anzahl N (L,T) der Punkte in einem Unterraum W von K, die eine gegebe-
ne Hohe 7' nicht {iberschreiten. Dabei legen wir besonderen Wert auf den Einfluss,
den der Unterraum auf die Abschétzung ausiibt. Die detailierte Untersuchung des
Spezialfalls K = Q soll der Motivation des allgemeinen Falles und dem besseren Ver-
stdndnis des Lesers dienen. Der Beweis gliedert sich in drei Schritte: Als erstes wird
die Anzahl N(W, T') der Losungen in WNZY mit Hilfe eines Lemmas aus der Geome-
trie der Zahlen abgeschétzt. Im zweiten Schritt rechnen wir dieses Resultat mit der
Mobiusschen Umkehrformel um und erhalten die Anzahl N*(WW;T) der primitiven
Losungen. Dann ist die gesuchte Anzahl Ny, (L, T) gleich N*(W;T') dividiert durch
2. Im dritten Schritt setzen wir die vorherigen Ergebnisse ein und miissen als letz-
tes noch die Fehlerabschitzung mit Hilfe des Integralkriteriums auf die gewiinschte
Form bringen. Ein kurzer Beweis dieses Spezialfalls ist in [BG]|, Theorem 11.10.14

zu finden.

3.1. Seien n, N € N und W bezeichne einen n-dimensionalen Unterraum von QY.
Die natiirliche Einbettung ® : Q¥ —R" bildet das Q-Gitter A := WNog = WNZY
in ein n-dimensionales R-Gitter A, im Abschluss von ®(1) in RY ab. Die Linge
des beziiglich der euklidischen Norm auf RY kiirzesten Gittervektors in A, \ {0V}
nennen wir A\;. Weiter bezeichne vol(A ) das Volumen der Fundamentalmasche von
®(W) /Ay beziiglich des relativen Lebesguemafkes.

Theorem 3.2. Mit den obigen Vereinbarungen und n > 2 sei L der durch W

induzierte projektive lineare Unterraum von ]P’gfl. Dann gilt fiir T > 1 die folgende

Abschdatzung:
ok (et (F))) firn=2
Nar(L, T) = % T O (/\(/\11>n_1) A sonst,

wobei die implizite Konstante in der Abschdtzung von n abhdngen kann.

Zum Beweis des Theorems bendtigen wir den folgenden Spezialfall von Theorem
2.13 und ein Lemma aus der Geometrie der Zahlen, welches wir ohne Beweis zitieren
(|BG], Lemma 11.10.15).



3 VERALLGEMEINERTER SATZ VON SCHANUEL FUR K = Q 13

Lemma 3.3. Unter den obigen Voraussetzungen gilt:
vol(As) = Ha ().

Lemma 3.4. Seien Q C RY eine beschrinkte, messbare Menge mit Lipschitz-para-
metrisierbarem Rand, A’ ein Gitter in RY und \; wie oben. Fiir 7' > 0 gilt fiir die
Anzahl N(A',T) der Gitterpunkte in TQ:

N(A,T) = VVZ;((/?'))T” +0 ((%) 7 ) +1,

wobei die implizite Konstante in der Abschitzung von n und 2 abhéngen kann, aber

nicht von A abhangt.

Beweis von Theorem 3.2: Sei N(W, T) die Anzahl der X = (z1,...,2y5) € WNZY
mit |z1]2 + ... + |zy]? < T? und Q die Schnittmenge von W mit der Einheitskugel
in RY. Dann folgt mit Lemma 3.4 fiir A’ = A, und Lemma 3.3:

N(W,T) = HO;(Z)T” +0 ((%) 7 ) +1, 2)

wobei a(n) das Volumen der Einheitskugel in R™ ist (siehe 1.1). Beachte, dass die
implizite Konstante unabhéngig von W ist, da alle €2 isometrisch sind. Sei N*(W, T')
die Anzahl der primitiven Losungen, das heift X € Z¥N "W mit |z1>+...+]zn]* <
T? und ggT(zy,...,zy) = 1. Offensichtlich gilt:

N(W,T)—l—iN* (W%)

k=1

und mit der Mobiussche Umkehrformel (siehe Lemma 1.4) folgt dann:

N ) = Yo u) (5 () 1)) )

k=1

[e.9]

wobei p die Mobiussche Funktion (siehe 1.3) ist. Falls k > All, ist N(W, L) =1, da

wir in diesem Fall nur den Nullvektor zihlen. Wegen Z* = {£1} miissen wir nur

die Hilfte der primitiven Losungen fiir Ny, (L, T") zéhlen. Somit folgt:

1
Nar(L,T) = QN*(W, T)

S (s(e) )
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{%J n—1
1 a(n)T™ T
@ 5 > nlk) (—HAi()L)kn +0 (—A1k> ) +1- 1)

™ 0o 00 n—1 { 1J
-t (S 5 o] o (1)

T

Der erste Summand ist der Hauptteil der rechten Seite des Theorems 3.2, denn nach
Lemma 1.6 (c) gilt:

S

Der zweite Summand tragt zum Fehler bei, weil aus dem Integralkriterium fiir Reihen

folgt, dass
o] T —n+1 T —n+1
k" = — < — .
1 O<’7>\1-‘ > _O<<)\1)

SE
Der dritte Summand gibt uns den gewiinschten Fehlerterm, denn analog folgt:
i o(|£] (1106 (|2]))) rn=>2
(—) k’_n+1 = T n—1
k=1 O (( {EJ ) ) sonst

(£ (11 (£))) o2
@) e
|

Die Ungleichung gilt, weil L

wachsend ist. ]
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4 Der Divisorensatz von Schanuel

Die Struktur unseres Beweises orientiert sich an der des Beweises von Schanuel (sie-
he [S]). Im Gegensatz zu Schanuel betrachten wir die relative Situation fiir einen
n-dimensionalen Unterraum W in K% und legen besonderen Wert auf den Ein-
fluss, den der Unterraum auf die Abschitzung ausiibt. Auch verwendet Schanuel
die Maximums-Norm, um die Hohe eines Punktes zu messen. Unser Ziel ist es, das
Resultat in der Arakelov Geometrie zu nutzen. Damit dies moglich ist, ist eine An-
passung der Hohe auf die L2-Norm und damit die Verwendung der Arakelov Hohe
noétig. Das Hauptresultat dieses Kapitels ist der Divisorensatz von Schanuel (4.4),

in dem die Anzahl ganzer Ideale a mit Norm < T durch

n—1/d
AV (@,7)) = eall(@, T)[" + O ((”“‘A—T”') ) Yy

abgeschétzt wird. Dabei ist A\; durch W bestimmt und ¢, eine von n und K abhéin-
gige Konstante. Um nun dieses Resultat zu beweisen, reduzieren wir die Aussage
auf das Problem, die Anzahl von Gitterpunkten in einem bestimmten beschrink-
ten Gebiet im euklidischen Raum W zu zdhlen. Hierbei wird die relative Situation
durch eine verfeinerte Anwendung der Geometrie der Zahlen in Theorem 4.21 be-
riicksichtigt. Um dieses Theorem anwenden zu konnen, ist die Parametrisierbarkeit
des Randes des oben genannten Gebietes zu priifen. Dieses geschieht anhand mehre-
rer technischer Lemmata und ist fiir das bessere Verstéindnis in das nédchste Kapitel
ausgegliedert. Um nun nach der Anwendung der Geometrie der Zahlen ein konkre-
tes Resultat zu erhalten, mufs noch das Lebesguemaf des Gebiets in W berechnet
werden. Dies geschieht in Proposition 4.23 und ist verglichen mit Schanuel eine der

entscheidenen Anderungen.

4.1. Ein Divisor 0 auf K ist ein Paar 0 = (a,7"), wobei a ein gebrochenes Ideal
in K (ungleich dem Nullideal) und T eine positive reelle Zahl ist. Die Divisoren
bilden mit der komponentenweisen Multiplikation eine Gruppe D und sind partiell
geordnet durch (a,7) < (o/,7") : & a C o, T < T'. Die Norm |[0] eines Divisors
0 ist gleich 7' Nk g(a)~!, wobei Nk g(a) die iibliche Norm eines gebrochenen Ideals
ist. Sy bezeichnet die Menge der archimedischen Absolutbetrige auf K, das heifst
die Menge der Fortsetzungen des gewohnlichen Absolutbetrages von Q. Fiir v € S
bezeichnet N, den Grad der Vervollstindigung K, iiber R. Um Exponenten zu

vermeiden, setzen wir ||z]|, := |z|), wobei z € K,,.
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4.2. Jedem Punkt X = (zy,...,2y5) € KV \ {0V} ordnen wir durch
Ox = ([X], Heo X)

einen Divisor zu, wobei [X] das von den Komponenten von X erzeugte Ideal ist und

Ny

1

N 2

o T 0= T1 ( (o)
=1

I/ESoo VESoo

Weiter folgt mit [L3], Section 3.1:

HoX

[ox|| = m = Ha (X)"

Damit haben alle Hauptdivisoren Norm 1 und ||9]| héngt nur von der Klasse von 0
modulo den Hauptdivisoren ab.

Fiir N = 1 ist die Abbildung K*—D mit x +— 0, ein Homomorphismus. Sein Bild
ist die Menge der Hauptdivisoren und sein Kern die Gruppe der Einheiten in K, die

wir mit U bezeichnen.

4.3. Sei W ein n-dimensionaler Unterrraum des K¥ und L der durch W induzierte
projektive lineare Unterraum. Die Menge der X € W \ {0V}, die 0x < 0 fiir einen
gegebenen Divisor 0 erfiillen, ist stabil unter komponentenweiser Multiplikation mit
Einheiten. Wir bezeichnen die Menge dieser Orbits modulo U mit LY (0). Weiter sei
AW (0) die Kardinalitit von LY (9). Dann hiingt A" (9) nur von der Klasse von 0 ab,
denn die Multiplikation mit x € K* induziert eine Bijektion L' (2)—L" (0,0).

Divisorensatz von Schanuel 4.4.

n—1/d
0
MW@) =cp||"+0 <(_HX1||> ) +1,
1

wobei die implizite Konstante in der Abschdtzung von n und K abhdngen kann und

¢, gegeben ist durch

Cp —

R _n/Q _ —
=D r4+s—1 T Lo (2 SH . L d.
= Dijon™ a(n)" {2"a(2n)}" Har(L)

Wir verwenden die iibliche Notation:

r bzw. s ist die Anzahl der v € Sy mit N, =1 bzw. N, = 2.
Dy g = Absolutbetrag der Diskriminante von K

R = Regulator von K
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w = Ordnung der Gruppe der Einheitswurzeln in K
d = Grad von K dber Q

a(n) = Volumen der Einheitskugel in R"

Ha. (L) = Arakelov Hohe von L

A1 = Linge des kiirzesten Gittervektors in W N o

4.5. Fiir den Beweis von Theorem 4.4 machen wir die folgenden Vorarbeiten: Sei
a,...,a, ein Reprisentantensystem fiir die Idealklassen. Dann kann jeder Divisor
durch Multiplikation mit einem Hauptdivisor auf die Form (a;, T") gebracht werden,
wobei i € {1,...,h}. Da AW (2) und ||0|| nur von der Idealklasse von ® und nicht
vom Reprisentantensystem abhéingen (siehe 4.2 und 4.3), geniigt es, die folgende

Aussage zu verifizieren, um Theorem 4.4 zu beweisen. Fiir ein festes ganzes Ideal a

MWi(a,T) =c, (%) + O ((%)n/d> + 1.

Dazu reduzieren wir die Aussage auf das Problem, die Anzahl von Gitterpunkten in

gilt:

einem bestimmten beschrinkten Gebiet im euklidischen Raum R zu zihlen.

Vereinbarungen 4.6. Fiir den Rest dieses Kapitel gelten die folgenden Vereinba-
rungen: K, N und a sind fest. (a)" bezeichnet die Menge der N-Tupel von Elementen
aus a. Der Index v lduft iiber So und der Index i iiber {1,..., N}. Wir identifizie-
ren K, mit R bzw. C, was nur im komplexen Fall mehrdeutig ist. Dann wéhlen wir
eine Identifikation fest. Damit erhalten wir auch kanonische Abbildungen o, : K—R
bzw. C. Immer wenn es hilfreich ist, identifizieren wir C mit dem euklidischen Raum
R? auf die kanonische Weise. U ist die Gruppe der Einheiten von K, und V ist die
Gruppe der Einheitswurzeln von K. Wir erinnern daran, dass V' eine Untergruppe

von U ist.

Definition 4.7. Seien A eine Menge, GG eine auf A operierende abelsche Gruppe
und H eine Untergruppe von G.

(a) G heift effektiv mod H (auf A), wenn gilt: Vg e GVa € A:ga=a= g€ H
(b) Eine Teilmenge S von A heifit fundamental mod H (in A), wenn gilt:

(i) S ist H-stabil, das heifst Vh € H Vs € S = hs € S.
(i) GS = A.
(i) g H = gSNS =0.
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(c) Sei A’ eine weitere Menge, auf der G operiert. Eine Abbildung ® : A— A’ heifst
G-Abbildung, wenn Vg € G Va € A : ®(ga) = gP(a).

Lemma 4.8. Sei & : A—A’ eine G-Abbildung und H eine Untergruppe von G.
Dann gilt:

(a) G effektiv mod H auf A’ = G effektiv mod H auf A.
(b) A C A’ fundamental mod H in A’ = ®'(A) fundamental mod H in A.
Beweis:

(a) Seien g € G und a € A so, dass ga = a. Zu zeigen ist, dass dann g € H. Nun
gilt:

ga=a Anwendg;von (] q)(ga) _ (I)<CI,) P G—g;ﬂdung g@(a) _ CD(CL)
Da ®(a) € A" und nach Voraussetzung G effektiv mod H auf A’, folgt g € H.

(b) Um zu zeigen, dass ®'(A) fundamental mod H in A, miissen wir die drei

Bedingungen aus Definition 4.7 (b) priifen:

1. Seien h € H und s € ®7!(A). Zu zeigen ist hs € ®~1(A). Offensichtlich
gilt:

—1 —
B(@~1(A))=A

hs € d71(A) ®(hs) € A.

Also ist zu zeigen, dass ®(hs) € A. Da ® eine G-Abbildung und H eine
Untergruppe von G ist, gilt ®(hs) = h®(s). Weil wir s € ~(A) gewihlt
haben, ist ®(s) € A. Nach Voraussetzung ist A C A’ fundamental mod
H in A’, also folgt

®(hs) = hd(s) € A.

~—~—
€A

2. Zu zeigen ist GO™1(A) = A.

»C* ®71(A) C A nach Definition von @, und G operiert auf A. Somit
gilt: GO~1(A) C A

»,D Seia € A, also ®(a) € A'. Da A = GA nach Voraussetzung, existie-
ren g € G und s € A so, dass ®(a) = gs. Somit a € P~(gs).
Behauptung: ®71(gs) = g®~1(s).
Tbedl(gs) & D(b) = gs
S O(g'h) =g '00b) =g gs=s
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S g the d(s)
©b=g(g'b) € g '(s) -
Somit folgt jetzt a € g®~1(s) C GP~H(A).
3. Zu zeigen ist gd 1 (A)N @ (A) =0 fiir g & H.
Annahme: 3g & H (das heift g € G\ H) so, dass g® 1 (A)N®~1(A) # 0.
Sei also s € g®~H(A)Nd7L(A)
= O(s) € P(g21H(A) NI I(A))
= O(s) € 2(927H(A)) N (27 (A))
= ®(s) € g@(®1(A)) NP(®(A)) (da @ G-Abbildung)
= O(s) e gANA
= gANA#0 fiirein g H.
Dies ist ein Widerspruch zu A fundamental mod H in A’ O

No(D~
No(D~

4.9. Jeder Homomorphismus a : G—A induziert durch ga = a(g)a eine Operation
von GG auf A, wobei A eine kommutative Halbgruppe mit Eins ist. Weiter ist G effek-
tiv mod H < Kern(a) € H. Wenn ® : A— A’ ein Halbgruppenhomomorphismus
mit ®(a(g)) = /(g) Vg € G ist, dann ist ¢ eine G-Abbildung. In unserer Anwen-
dung ist G immer U, die Gruppe der Einheiten von K, und H die Untergruppe V,
die Gruppe der Einheitswurzeln von K.

Durch z — (0,(z)) betten wir K in [[, K, ein. Mit Hilfe von ® : KN — ][, K
durch X — (0,(X)) := ((0,(7))i=1..n) und ¥ : K—K~ durch z — (z,...,2)

.....

diagonal in [[, K einbetten. U operiert auf [[, K7 durch U x [[, KY—T]], KY
mit (u, (X, )ves.) — (0,(1)X))ves,, - Wir wollen eine fundamentale Menge mod V'
fir die U-stabile Teilmenge [], (W, \ {0V}) auswihlen. Dazu bendtigen wir das
folgende Theorem aus [ST|, Chapter 12.4, Theorem 12.5, das wir hier ohne Beweis

wiedergeben wollen:

Theorem 4.10. Die Abbildung U— ][, R, = R™* mit u — (log ||ul|,)ves. ist ein
Homomorphismus mit Kern V. Das Bild ist ein Gitter vom mazimalen Rang r+s—1
in der Hyperebene H, die durch )’ v, =0 definiert ist.

4.11. Sei ab jetzt W, die Vervollstindigung von W. Wir setzen dann W = IL, w..

Definiere

n: H (WV \ {ON}) - HRw N=(N)veSm>
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wobei 1, : W, \ {0V}—=R, = R mit n,(X) = log(||X|/zz). Nun operiert U auf
R, durch U x R,—R,, (u,x) — log(||ul,) + x. Damit folgt direkt, dass 7 eine
U-Abbildung ist. Sei weiter pr : [[ R,—H die Projektion entlang des Vektors
(Ny)ves.,- Genauer gilt:

(pr(Y))l/ =Y — <§ Z yw) N,.

UJESOO

Aus der Formel ) N, = d folgt, dass das Bild tatsichlich H ist. Auch diese Abbil-
dung ist eine U-Abbildung.

Lemma 4.12. Sei F' fundamental mod V in H.
(a) A:= (pron)~!(F) ist fundamental mod V in ], (W, \ {0V}).
(b) U ist effektiv auf T, (W, \ {0"}).

Beweis:

(a) Hier ldsst sich direkt Lemma 4.8 (b) anwenden. Dazu bemerken wir, dass pron
als eine Verkettung von U-Abbildungen (siehe 4.11) auch eine U-Abbildung

ist. Die Bezeichnungen entsprechen sich auf folgende Weise:

Lemma 4.8 HG‘H‘ A ‘A’ A‘ )
Lemma 4.12 H U ‘ V ‘ [T, (W, \ {0"}) ‘ H ‘ F ‘ pron

(b) Seiuw € U und (a)ves.. = (a1, -- -, @ n)vese € [1, (W \ {0V}) mit u(a,) =
().

Zu zeigen ist u = 1.

Es gilt u(a,) = (o, (w)ayq,...,0.(w)a,n) = (ay1,.-.,a,n) = (a,) und damit
o,(u) =1Vv € Sy. Weil (a,) # 0V, folgt u = 1. O
4.13. Sei Uy, ...,U, ., eine Basis des Bildes von U in H. Sie ist dann auch eine
R-Basis von H. Sei weiter 7,...,7,4s_1 die duale Basis, das heift 7; : H—R ist

die lineare Funktion mit Tj(ﬁk) = ;1 V1 < j,k < r + s — 1. Hierbei ist §;; das
Kronecker-Delta. Dann ist F' die Menge der Y € H so, dass 0 < 7;(Y) < 1 fiir
J=1,....,r+ s — 1. Da der Kern der Abbildung aus Theorem 4.10 gleich V" ist,
ist I’ fundamental mod V. Damit bildet F' eine Fundamentalmasche fiir das Gitter

aus Theorem 4.10. Ab jetzt soll zu diesem F' die Menge A wie in Lemma 4.12 (a)
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definiert sein.
Sei

R(T) = {(Z) € W|T]1Zlss < T},

Offensichtlich ist R(7T") auch U-stabil, da

[Tle@2Zlz =TT lov @l [T1Z 0z = [T 1Z0 0122

nach der Produktformel. Setze
A(T) := AN R(T) = (pron) Y (F) N R(T).
Unser Ziel ist es nun, die U-Orbits in ((a)™ \ {0"}) N R(T) zu zéihlen.

Hilfssatz 4.14. ((a)V\{0"})NR(T)NA ist fundamental mod V in ((a)V\{0V})N
R(T).

Beweis: Sei @ : ((a)V\ {0V}) N R(T) — [T, (W, \ {0"}) die Inklusionsabbildung.
Damit ist ® nach Konstruktion eine U-Abbildung. Nun folgt mit den Lemmata 4.8
(b) und 4.12 (a) , dass ®~1(A) = ((a)V \ {0¥}) N R(T) N A fundamental mod V in
()M \ {ON}) N R(T) ist. O

Bemerkung 4.15. Der Beweis ist analog fiir jede U-stabile Teilmenge von W.
Hilfssatz 4.16. ((a)¥ \ {0"})NR(T)NA = (a)N N A(T)
Beweis: Es gilt:
(@Y \{OVH) N R(T) N A (@) \ {0V} N A(T) = () N A(T),
Die letzte Gleichung folgt, da 0V ¢ A, also 0V & A(T). O

Hilfssatz 4.17. Die Anzahl der U-Orbits in ((a)™ \ {0V}) N R(T) ist gleich der
Anzahl der V-Orbits in ((a)V \ {OM}) N R(T) N A.

Beweis: Setze M := ((a) \ {0V}) N R(T). Suche nun eine Bijektion zwischen der
Menge {U-Orbits in M} und der Menge {V-Orbits in M N A}.
Behauptung: UX — UX N A liefert die gewiinschte Abbildung.

1. Wohldefiniertheit:
Zu zeigen ist, dass UX N A ein V-Orbit in M N A ist.
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e UX N A ist als Schnitt zweier V-stabiler Mengen selbst V-stabil:
UX ist V-stabil, da V' C U und UX als U-Orbit U-stabil. A ist V-stabil,
da nach Lemma 4.12 (a) A fundamental mod V.

« UXNA +0:
Sei X € M C [[, (W, \{0"}). Nun wissen wir, dass A fundamental
mod V in [, (W, \ {0}) (siche Lemma 4.12 (a)). Also existicren v €
V CUund Z € A mit X = vZ. Weil v eine Einheitswurzel ist, folgt
A>Z7Z=0v1X €UX. Somit gilt Z € UX NA. Also UX N A # ().

e Bleibt zu zeigen, dass UX N A ein V-Orbit ist. Das heikt 3Y e UX N A
so,dass V Z e UX NA folgt: 3v €V mit Z =Y.
Wir wihlen ein Y € UX N A. Dann gilt fiir alle Z € UX N A, da UX
ein U-Orbit ist, dass v € U existiert mit Z = uY. Nach Hilfssatz 4.14 ist
M N A fundamental mod V in M, also folgt u € V wie gewiinscht.

Somit ist UX N A ein V-Orbit.

2. Injektivitat:
Die Menge M ist durch eine disjunkte Vereinigung von U-Orbits darstellbar.
(|Bo], Kapitel 5.5, Bemerkung 4.) Somit folgt fiir UX,UY € {U-Orbits in M}
mit UXNA = UYNA, da die Mengen nicht leer sind (siehe Wohldefiniertheit),
dass UX NUY # (). Weil die Vereinigung der U-Orbits disjunkt ist, folgt
UX =UY.

3. Surjektivitat:
Die U-Orbits iiberdecken die Menge M und damit iiberdecken die U-Orbits
geschnitten mit der Menge A die Menge M N A. O

Hilfssatz 4.18. V ist effektiv auf (a)¥ N A(T). Damit folgt, dass jeder Orbit unter
V genau |V| =: w Punkte enthélt.

Beweis:

1. V operiert effektiv auf K und damit auch auf K. Daraus folgt die erste
Behauptung.

2. Aus |Bo], Kapitel 5.1, Bemerkung 5 folgt sofort, dass jeder V-Orbit in (a)™ N
A(T) genau |V| = w viele Punkte hat. O
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Proposition 4.19. wA\" (a,T) ist die Anzahl der Punkte des Gitters (a)" in A(T),
das heifst:
(@)Y N A(T)| = wAY (a,T).

Beweis: Nach Hilfssatz 4.18 enhilt jeder V-Orbit in (a)V N A(T) genau |V] = w
Punkte. Also ist zu zeigen, dass A" (a,T) die Anzahl der V-Orbits in (a)¥ N A(T)
ist. Weiter folgt mit den Hilfssétzen 4.16 und 4.17, dass diese Zahl gleich der Anzahl
der U-Orbits in ((a)V\ {0V} N R(T)) ist. Somit miissen wir zeigen, dass AV (a, T') die
Anzahl der U-Orbits in ((a)™ \ {0}) N R(T) ist. Wir erinnern daran, dass A" (a,T)
die Anzahl der U-Orbits in W \ {0V} ist, die einen Vektor z enthalten mit 9, <
0 = (a,T) (sieche 4.3). Nun ist aber die Menge der U-Orbits in W \ {0V}, deren
Vektoren X die Bedingung 0x < 0 erfiillen, gleich der Menge der U-Orbits in M :=
(@)™ \ {0} N R(T).

Behauptung: UX =UX N M.

VY € UX gilt 0y <0 = (a,7), das heifit [Y] C a und H, Y < T9, was dquivalent
ist zu Y € (a)Y und Y € R(T), also Y € M. Damit folgt UX "M =UX. O

Lemma 4.20. Es gilt:
(a) tA = A fiir t € R*.
(b) R(T) = T"R(1) fiir T > 0.
(¢) A(T) =T"*A(1) fiir T > 0.
Beweis:

(a) Nach Definition ist A = (pron)~!(F). Sei Z € [], (W, \ {0V}) und ¢t € R*. Es
gilt 0(t2) = (1og (J1Z1152)) = (log (111 - 1Z]112)) = (log (1t1) + n(2)) =
log (|t]) (N,) +n(Z). Da pr linear und pr (log (|¢|) (N,)) = 0, folgt pr(n(tZ)) =
pr(n(Z)) und damit die Behauptung,.

~—

(b) Sei Z € [T, (W, \ {0"}) und ¢ € R*. Setze p(Z) =[], ||Z||z2. Dann gilt:
p(tZ) =TT 20 =TT 1™ - TT1 20

= [t [T Zlee = 101 [T 120122 = 1t10(2).

Nun folgt mit der Definition von R(7T) und t = T/ die Behauptung.
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() AT) 2 AnRT) 2 1A N RT) 2 TVANTHR(1) = T(A N R(1)) =

TYA(1) O

Das nun folgende Theorem aus der Geometrie der Zahlen erméglicht uns, die An-
zahl der Gitterpunkte in A(7") abzuschétzen. Wir geben dieses Resultat aus [BG],

Theorem 11.10.15 hier ohne Beweis wieder.

Theorem 4.21. Sei Q eine beschrinkte messbare Teilmenge des RF mit Lipschitz-
parametrisierbarem Rand. Sei A ein Gitter in R und sei \; die Linge des kiirzesten
Gittervektors (ungleich dem Nullvektor). Fir t > 0 ist die Anzahl der Gitterpunkte

wn ) gegeben durch
1(Q) £\
ANtQ| =+ ia 1
ANy vol<A>+O<(A1) i

wobei die implizite Konstante in der Abschditzung von k und Q abhdingen kann.

In unserem Fall ergibt sich folgende Zuordnung:

Theorem 4.21 H Q ‘ R* ‘ A ‘ A ‘ t
Unsere Anwendung H A(1) ‘ W =~ R™ ‘ (@NnWwW ‘ A\ ‘ T4

Proposition 4.22. Die Menge A(1) ist beschrinkt mit C'-parametrisierbarem
Rand.

Fiir den Beweis wird eine Reihe von technischen Lemmata bendétigt, die wir zum
besseren Verstandnis in Kapitel 5 separat behandeln.

Mit Hilfe der Proposition 4.22 werden jetzt alle Voraussetzungen fiir Theorem 4.21
erfiillt, das wir nun anwenden wollen, um Theorem 4.4 zu zeigen. Dazu fehlt uns

noch die folgende Proposition:

Proposition 4.23. Mit y bezeichnen wir das Lebesguemaf in W und mit A(1) den
Abschluss der Menge A(1). Dann gilt:

w(A(1)) = Rn" " ta(n)"a(2n)®.
Beweis:
1.Schritt: Polarkoordinaten fiir die Vervollstdndigungen von K einfiihren
Fir N, = 2, das heift K, = C, seien p;,,0;, die Polarkoordinaten in K,. Also
P = |zi| = \/Re(zi,,)2+1m(zi,,)2 und 6;, = arg(z,). Fir N, = 1, das heift
K, =R, setze p;, = |z;,|- Nun lasst sich W mit K™ identifizieren. Damit gilt nun:

W) = [ Tdz

A ),
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= (2" / / / H o |1 d@iylj[dpiy H dpin.

i
v komplex v komplex v rell v komplex

Hierbei laufen das erste und zweite Integral iiber alle p;, > 0 mit [], [lpi|rz < 1
und pr(log(||pi|lr2)) € F. Fiir das dritte Integral gilt 0 < 6;, < 27. Der Faktor
(2™)" entsteht, da wir im Fall N, = 1 durch p;, = |z;,| eine Symmetrie haben. Nun

14t sich die Integration iiber 6,,,...,#6,, ausfiihren und wir erhalten:
2" (2m)" // H Piv H dp;, H dp;, = 2" (2m)" /pr “dp,,.
v komplex v komplex v rell

Die Integrationsbedingung der Integrale bleibt dabei unverdndert.

2.Schritt: Wechsel in hypersphérische Koordinaten fiir alle Stellen v

Wir setzen:
P1v = 1, c08(¢1,)
P2v = Ty Sin<¢lu) COS(QbQV)
P30 = 1, sin(¢y,) sin(pa, ) cos(¢ps, )
Ptn-1)y = Tysin(@r,) ... sin(@m_2)) cos(Pm-1))
Prv = rysin(¢y,) - ... sin(@p—2)) sin(@m-_1y,)

Fiir das Volumenelement gilt dann:

dpry - ...~ dpp, = "L sin" 2 (¢, ) sin" 3 (o) - . - sin(Pn_2y)drdory - . . .- dPp—_1).
Das wenden wir jetzt auf unser letztes Ergebms aus dem 1.Schr1tt an. Damit erhalten

wir:
2nr 27'(' /HPNV 1dpw
_ 2nr 27T /Hr(n 1)+n(N, sm(” 2)+(n—1)(N1,—1)(¢1V) COSNV_1(¢1V)'
. gin (@ =3)+(n=2)( u—l)(@y) cos™ " (¢hay) sin(n_4)+(n_3)(N"_1)(gz53 ) cos™ 1 (¢hs,,) -

’ Sin(n—n)—i-(n—(n—l))(NV—l) (¢(n71)1/) COSNV_1(¢(n71)V)drVd¢lV et d¢(n71)u

mit den neuen Integrationsbedingungen [], 72 < 1, pr((log(r)")),es..) € F und
0 < ¢Zl/ — 2
3.Schritt: Integration iiber ¢y, ..., ¢p—1), fiir v reell

Nun ist zu berechnen:

n—2 1 1
1"1 _1"_
||/ blH (n—1—1) d¢n 1—14) g || (22F 2 1()2)

K
1=0 2
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n, —

= 72 1
2n 1 I([ 2n—1 F(%)

Fiir die Gleichheit ® siehe |Br|, Kapitel 21.6, 7a.
4.Schritt: Integration iiber ¢y, ..., ¢@—1), fiir v komplex

Hier ist zu berechnen:
n—2 %
H/ SinH_(H_l) (¢(n—1—i)y) COS(¢(n—1—i)y>d¢(n—l—i)u
i=0 0

B 2P(2+2 2n1 Fz+2 T 2 IT(n)

Fiir die Gleichheit ® siehe [Br], Kapltel 21.6, Ta.

5.Schritt: Zusammensetzen der Zwischenergebnisse

Mit den Ergebnissen aus dem 3. und 4.Schritt lasst sich jetzt das Integral aus dem
2.Schritt zu

7z 1\
QT (9 \ 1S (n—1)4+n(N,—1)
e (3rice) (wrm) T o

Y ta(n)a(zo)y 2 [ [,

vereinfachen, wobei die Integrale iiber [], r,]jv” < 1 und pr((log(rd))yes.) € F
laufen.
6.Schritt: Integration iiber r,

Wir wollen das Integral

/H ,r,l(jnfl)Jrn(Nufl)drV _ /H Tl(/nN,,fl)dTV

iiber [T, r)» < 1 und pr((log(r")),es..) € F berechnen. Setze dazu ¢, = 7. Damit

ist dann das Integral
1 et 1 N 1
N Z o - v(n—1) _ = n—1
/IZINV o dt, _/IZINVT»,, dt, = /l:lty dt,

zu bestimmen, wobei die Integrationen iiber [ ¢, < 1 und pr((log(t,))ves.) € F
laufen. Setze weiter u =[], ¢, und &; = 7;(pr((log(t,))ves..)) fir j =1,...,r+s—1.

Dabei ist die Determinante der Jakobimatrix +R, und wir erhalten:

/Ht” 'dt, _—/ " 1dqugj i
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wobei die Integration {iber 0 < u <1 und 0 <¢; <1 geht.
7.Schritt: Beweis der Behauptung
Schlieflich setzen wir die Losung fiir die Integration iiber r,, (6.Schritt) in das letzte

Ergebnis aus dem 5.Schritt ein und erhalten:
n o n—1)+n(N,— r+s r EDLY R
a(2n)® H =n""a(n)" a(2n)’2° ——

= Rn" " a(n) a(2n)®.

Beweis von Theorem 4.4
Setze 0 = (a,7"). Dann gilt:

4.20(c)

WA (@, 7) = (@ nAM)] "= ()N N TVA(L)

AMCIL (W0} | (@Y N W) NTY*A(1) |

A [29]

Al /a
207 u(A) o (
Har(L)4 D527 Nigjg(a)" A1

423 n Rnr-ﬁ-s—la( )7" (277,)8 N o (z/d>dn—1 .
Hr(L)4D}2 027 N o(a)" A

K/Q

-~
wep,

1/,1
n/o _ s . D
= RDKéQ r+s 1a(n)r {2"a(2n)} " Ha, (L)~ dHO” +0 (” ||) ) 1
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5 Parametrisierbarkeit der Menge A(1)

Ziel dieses Kapitels ist es, die noch offene Proposition aus dem vorigem Kapitel zu
zeigen.

Proposition 4.22. Die Menge A(1) ist beschrinkt mit C'-parametrisierbarem
Rand.

Der Beweis, der aus einer Reihe von Lemmata besteht, folgt der Struktur von Scha-
nuel [S]. Zuerst zeigen wir, dass A(1) = A N R(1) beschrinkt ist. Hierbei sind
die Eigenschaften beider Mengen, aus denen A(1) besteht, fiir die Aussage notig.
Nach zwei technischen Lemmata {iber den Abschluss spezieller Mengen, werden wir
die Parametrisierbarkeit der Rénder von A und R(1) verifizieren. Insbesondere bei
letzterem weichen wir stark von Schanuel ab. Mit diesen Resultaten erhalten wir
aufgrund der Definition von C'-Parametrisierungen die gewiinschte Aussage. Zur

Vereinfachung der Notation lduft in diesem Kapitel der Index v iiber S..

Definition 5.1. Sei I* := [0, 1]* C R* der abgeschlossene k-dimensionale Einheits-

wiirfel.

e Eine Teilmenge des R* heit Lipschitz-parametrisierbar (durch (k — 1)-dimen-
sionale Einheitswiirfel), wenn sie in einer endlichen Vereinigung von Mengen
der Form ®;(I*~!) enthalten ist, wobei ®; : [¥"!'—R" die Lipschitz-Bedingung
|D;(x)—P;(y)| < c1|z—y| erfiillt, und ¢; eine von j, x, y unabhéngige Konstante

ist. (j ist Element der endlichen Indexmenge.)

e Eine Teilmenge des R¥ heillt C-parametrisierbar (durch (k — 1)-dimensionale
Einheitswiirfel), wenn sie in einer endlichen Vereinigung von Mengen der Form

®,;(I*71) enthalten ist, wobei die ®; stetige partielle Ableitungen haben.

e Aus dem Mittelwertsatz (|Ko|, Abschnitt 2.3) folgt direkt, dass C'-Parametri-

sierungen auch Lipschitz sind.
Lemma 5.2. A(1) = AN R(1) ist beschrinkt.

Beweis: Sei M :={y € [[,R,|>_, v, <0}

1.Schritt: Es gilt fir y = (y,) € M Npr'(F), dass y, fiir alle v € S, nach oben
beschréinkt ist.

Beweis: Da y = (y,) € M Npr~1(F) C pr—!(F) gewihlt, folgt:

Foap)=y—3 3 wV) & y=pl)+ 5 > wlN)

UJESoo WESOC
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Damit haben wir y als Summe dargestellt. Der erste Summand hat beschrinkte
Komponenten, da pr(y) € F = {y € H|0 < 7;(y) < 1}. Hierbei bilden die 7,
die duale Basis zu H (siehe 4.13). Der zweite Summand hat wegen y = (y,) €
MnprY(F)cM={ye]][,R,|>., v, <0} negative Komponenten. Damit haben
wir den 1.Schritt gezeigt.

2.Schritt: Es gilt A(1) = p~ (M Npr~(F))

Beweis: Klar ist, dass n~' (M Npr~*(F)) =n~(M)Nn~'(pr~'(F)). Nach Definition
von A(1) = R(1) N n~Y(pr~'(F)) geniigt es zu zeigen, dass R(1) = n~'(M). Dazu

erinnern wir an die ben6tigten Definitionen (siche 4.13 und 4.11) von
R(1) ={(X,) e W|[T1Xllz < 13

und

n: H (WV \ {ON}) - HRw N = (M)veSm

wobei 1, : W, \ {0V} =R, = R mit 7, (X,) = log(|| X, ||12). Nun folgt die gewiinschte
Gleichheit R(1) = n~'(M) aus der Umformung

D log (I Xzz) <0 & log (H HXVHLg) <0 & J[Ixls<1

und damit der 2.Schritt.

3.Schritt: Jetzt gilt aufgrund der Definition von 7 (siehe 4.11), dass Z aus beschriink-
ten Komponenten besteht, wenn 7(Z) nach oben beschriankte Komponenten hat.
Dies impliziert mit den beiden vorherigen Schritten, dass A(1) beschriankt ist. [

Yu! Yu!1

N ! NV”

v

Lemma 5.3.
pri(F).
Beweis: Nach Definition von pr (siehe 4.11) gilt:

(br(9) = i~ <§ > y> N..

LL)GS()O

ist gleichméfig beschrinkt fiir /0" € So, vy = (y,) €

Division durch N, liefert uns:
(PrW)y _ ¥ Dwesn Yo
N, N, d '
Die linke Seite ist, wie wir im Beweis von Lemma 5.2 im 1.Schritt gesehen haben,
beschrinkt, weil y € pr~'(F) < pr(y) € F. Aufstellen dieser Gleichung einmal fiir

v = v und einmal fiir v = " sowie Bilden der Differenz dieser beiden liefert:

Pr)y  Er@)vr _ Y Dwes Yo ( Yot DweSa @/w> Y Yo

N, N, N, d N, d N, N,
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Weil die linke Seite eine Differenz beschrankter Zahlen ist, ist auch die rechte Seite

beschrankt. Insbesondere ist damit der Betrag der rechten Seite beschrankt. O]

Lemma 5.4. Der Abschluss von (prolog)~}(F) in [, R} ist enthalten in [] R} U

{0}

Beweis: Sei 2/ € (prolog)'(F) so, dass 27,—0 fiir eine Stelle v/ € S,,. Setze
y' = log(x7). Dann folgt 3/, — — co. Nun gilt mit Lemma 5.3 fiir alle anderen Stellen

J
Y

V'€ Sy, dass yi,,—> — 0o. Somit folgt x7,—0 wie gewiinscht. ]

Wir erinnern an die in 4.11 eingefiihrten Notationen: W, ist die Vervollstindigung
von W und W =[], W,. Sei ® : W— ][, R definiert durch (®(2)), = ||Z,| 12
Dann ergibt sich das folgende Diagramm stetiger Abbildungen:

[LVA{OM) 2% [LRf “5T[LR, 2 HCILR,
! !
Hl/ WV i) Hl/@:—

wobei die vertikalen Abbildungen Inklusionsabbildungen und ®, die Einschrinkung

von ¢ ist. Weiter gilt log(®g) = 7.
Lemma 5.5. Der Abschluss von A in W ist enthalten in ], (W, \ {0V}) U {0}.

Beweis: Es gilt A = & !(prolog)~*(F). Da ® stetig folgt:

3o (Grome ) € ot ([T i) ) < [0 0°) 0 o)
wobei der Balken jeweils den Abschluss in ], R bzw. W bezeichnet. O

Fiir die néchsten beiden Lemmata bezeichnen wir mit dem Buchstaben D die Ab-
leitung einer Abbildung von einer offenen Teilmenge des R¥ in den R! und mit oI

den Rand von I' C R¥ in der gewthnlichen Topologie auf R¥.
Lemma 5.6. Jede kompakte Teilmenge von OR(1) ist C'-parametrisierbar.

Beweis: Sei p: W—R ' gegeben durch p(Z) =TI, |1 Z,||r2. Dann ist p auf p~'(R™)
stetig differenzierbar mit nicht verschwindender Ableitung. Es gilt R(1) = p~1([0,1])

und damit

OR(1) C p=" (F+ ([0,1])) = p~ (1)
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Sei H die abgeschlossene Hyperfliche p~'(1). Wihle fiir jedes Z € H eine offene
Umgebung U, und eine stetig differenzierbare Abbildung ¥, : I¥V=1 RN die die
Bedingung

U;NHCVU, (I'™Y)CH

erfiillen. Dies ist nach dem Satz iiber implizite Funktionen (|[Kal, Kapitel II, Theorem
22.5) moglich, da

N, _
Dp(Z) = (H 1Z0 |22 - o 'Zw> ew
vw (“ZWHLE,) WESa

und damit sowohl linaer unabhédngig von den Gleichungen ist, die W bestimmen,

als auch in keinem Punkt von H verschwindet. Fiir eine kompakte Teilmenge C' C
R(1) wéhlen wir eine endliche Menge von Umgebungen Uy, die die Menge C' N H
iiberdecken. Dann gilt:

C=CnH={Jw,nH) c|Ju, (1™,

wobei die Vereinigungen iiber die endliche Menge der vorher gewahlten Umgebungen
Uy laufen. O

Die Parametrisierung der Teilmengen von 0A ist d&hnlich. Dazu bezeichnen wir fiir
den Rest des Kapitels die (dN — 1)-Einheitssphire in R =[], K2 mit S.

Lemma 5.7. Der Durchschnitt von A mit S ist durch (dN — 2)-Wiirfel C'-

parametrisierbar.

Beweis: Ziel ist es, endlich viele Hyperflichen zu definieren, die die Menge 0A N
S iiberdecken. Wenn wir diese Vereinigung parametrisieren konnen, ist das nach
Definition (siehe 5.1) auch mit jeder Teilmenge méoglich, also insbesondere mit OAN
S. Um nun eine Idee zur Konstruktion der Hyperflichen zu erhalten, erinnern wir an
die Definition von A. Diese Menge besteht aus allen Elementen Z € [T, (W, \ {0V})
mit 0 < 7;prn(Z) < 1 (siehe 4.13). Setze o = (4,9) fiir j =1,...,7r+s—1 und
d € {0,1}. Damit definieren wir

po: [ (W \{ON}) =R, pa(Z) =75 (pr(n(2))) — 6

pa(Z) = O} )

und die Hyperflache

H, = {Z e [T (W \ {0"})
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Da p, stetig ist, ist H, abgeschlossen in [, (W, \ {0V}). Weiter folgt analog zum
Beweis von Lemma 4.20 (a), dass po(tZ) = po(Z) fir t € R*. Weil 7; und pr
linear und surjektiv sind, ist Dn(Z) : R —T] R, surjektiv fiir alle Z. Damit ist
auch Dp,(Z) surjektiv und insbesondere verschieden von Null. Nun kénnen wir
mit der Homogenitit von p, und dem Satz von Euler fiir homogene Funktionen
(|Hal], Abschnitt 3.2.4) zeigen, dass Dp,(Z) senkrecht zu Z. Daraus folgt dann, dass
Dpo(Z) und DE(Z) linear unabhéngig sind (ndmlich orthogonal), wobei £(Z) die
euklidische Norm des Vektors Z auf R ist, und wir kénnen den Satz iiber implizite
Funktionen (|Ka|, Kapitel II, Theorem 22.5) anwenden. Fir Z € H, N S existiert
eine Umgebung Uz, von Z und eine differenzierbare Funktion Wy, : [V "2RIN

so, dass
Uza NHoNS C Uz, (I77?) C HoNS.

Wir wollen, dass 0ANS in einer endlichen Vereinigung kompakter Teilmengen H!, C

H,NS enthalten ist, dann ldsst sich der Beweis analog zu Lemma 5.6 beenden. Setze
H! :=H,NJANS

fiir & = (j, p). Dann ist H, kompakt, da alle drei Mengen in [, (W, \ {0V}) abge-
schlossen sind und S kompakt ist. Nun folgt mit Lemma 5.5, dass 9A N.S im Rand
von A beziiglich [[, W, \ {0} enthalten ist. Aber jeder Punkt des letzten Randes
erfiillt 7;(pr(n(Z))) = p fiir passende j, p. Das liefert uns

oAnS c|JH,

wie gewiinscht. O
Lemma 5.8. Der Rand von A(1) ist parametrisierbar.

Beweis: Aus der Definition A(1) = AN R(1) folgt direkt OA(1) C OA UIR(1).

1.Schritt: Es geniigt, kompakte Teilmengen von 0A und OR(1) zu parametrisieren.
Setze M; = OA(1) N OR(1) und M, := 0A(1) N OA. Beide Mengen sind be-
schrinkt, weil A(1) (siehe 5.2) und damit auch JA(1) beschrinkt ist. Weiter gilt
OR(1) C [[, KY = R™ und 0A C [[, K = R¥. In R ist der Abschluss einer
beschrinkten Menge kompakt. Nun sind aber M; und M, beide C'-parametrisierbar
und damit auch M; U Ms. Es gilt OA(1) € M; U My C M; U Ms. Nun folgt aber
direkt aus der Definition 5.1, dass Teilmengen einer C'-parametrisierbaren Menge

selbst wieder C''-parametrisierbar sind und damit der 1.Schritt.
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2.Schritt: Jede kompakte Teilmenge von OR(1) ist nach Lemma 5.6 parametrisier-
bar.

3.Schritt: Zum Schluss miissen wir noch zeigen, dass kompakte Teilmengen von 0A
parametrisierbar sind.

Weil A nach Lemma 4.20 (a) homogen ist, gilt dies auch fiir OA. Damit folgt
OA = RY(0A N S)U{0}. Daran erkennen wir, wie sich kompakte Teilmengen von
. JAN-2

OA parametrisieren lassen. Sei dazu ®; —R4 eine C'-Parametrisierung von

0A N S. Diese existiert nach Lemma 5.7. Dann geniigt uns die Abbildung
ISRV it (X t) = ctdi(X),

um jede beschrinkte (also auch kompakte) Teilmenge M von 0A \ {0} zu parame-
trisieren. Nun miissen wir nur noch der Fall )A NS = () (bei r = 0) untersuchen. In
diesem haben wir den Punkt O nicht betrachtet, den wir dann einzeln parametrisie-

ren. O
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6 Verallgemeinerter Satz von Schanuel

Mit den Vorarbeiten aus den letzten zwei Kapiteln ist es uns nun moglich, den Be-
weis des verallgemeinerten Satzes von Schanuel abzuschlieflen. Dazu ist es ndtig,
den Divisorensatz von Schanuel in eine Aussage fiir alle Punkte in L zu iiberset-
zen. Hierzu fithren wir zunéchst eine Inversion iiber alle Ideale durch. Die bei dieser
Inversion entscheidenen Auswirkungen auf die einzelnen Summanden des Divisoren-
satzes werden vorher in einem Lemma extra untersucht. Dazu sind Abschatzungen
fiir Summen von Idealen nétig, die wir nur zitieren. Mit dem aus der Inversion stam-
menden Resultat lasst sich der Beweis des verallgemeinerten Satzes von Schanuel

dann durch eine kurze Rechnung abschliefen.

6.1. Sei [ die multiplikative Halbgruppe der ganzen Ideale von K ohne das Nullideal.

Wir setzen R(I) := {x : I—=R | x Abbildung }. Dann ist R(/) ein kommutativer

Ring mit 1, wobei die Addition punktweise und die Multiplikation durch die Faltung
(x1x2) Z x1(a1)x2(az)

ajaz=a
definiert sind ([S], S. 444). Wir erinnern daran (siche 4.1), dass die Divisoren auf
K mit der komponentenweisen Multiplikation die Gruppe D bilden. Sei nun weiter
R(D) :={f: D—R | f Abbildung und f(d) =0 < |[o]| < 1}. Dann ist R(D) mit

ZX f(ba,T)

ein R(I)-Modul, wobei die Summe iiber alle ganzen Ideale b lduft ([S], S. 445).
Beachte, dass in beiden Faltungen die Summen endlich sind, da die Menge der
ganzen Ideale mit Norm kleiner gleich einer Konstanten endlich ist ([ST|, Chapter
5.3, Theorem 5.12). Wir erinnern an die Mbiussche Funktion (siehe 1.8) u(p) = —1,
pu(pt) =0 fir ¢t > 1, p(og) = 1 und p(a)u(b) = p(ab) fiir a,b teilerfremd. Es gilt
p € R(I). Sei xo die konstante Funktion xo(a) = 1 fiir alle a. Dann liefert uns die

Mobiussche Umkehrformel, dass p und xq invers sind.

Lemma 6.2. Seien f,g € R(D). Falls f(?) = «|[0]|® fiir ||0]] > 1 und festes s > 1,
dann gilt:

puf@) = gK—(s)”DHS +O([[ol]) -

Falls g(0) = O ((”;J') > + 1 fiir ||o]| > 1 und festes ¢t > 1, dann gilt:

pug(®) =0 ((%) > +O(|]p|) fir¢t>1
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ug(b)—O(H/\adH (1—1—1 (%))) + O (]Jo]]) firt=1.

Fiir den Beweis dieses Lemmas benotigen wir zundchst einige Abschitzungen iiber

und

Summen von Idealen mit Norm < bzw. > einer gegebenen Konstanten.

Lemma 6.3. Sei F(m) die Anzahl der ganzen Ideale a von K mit Nk g(a) = m.
Dann gilt:

(a) Fir0<s <1

(b) Fiir s =1
L
Z%Z (1+1log™ (z))
(¢) Fir s > 1
> S0
lz]|+1

Beweis: Fiir Teil (a) im Fall s = 0 siehe [La], Satz 202. Die anderen Félle von Teil
(a) und der Teil (c) sind in [La|, Satz 203 zu finden. Um den Teil (b) zu zeigen, ist
eine Anpassung von Fall 1 des Beweises von Satz 203 auf ¥ = 1 nétig. Dazu wird in
der letzten Summe des Beweises der erste Summand abgespalten und die Rechnung

analog fortgefiihrt. O

Beweis von Lemma 6.2: Sei 0 = (a,7). Als erstes wollen wir die Aussage iiber
die Funtion f beweisen. Es gilt mit der Multiplikation von R(D) als R(/)-Modul

Z,u f(ba,T).

Nach Definition von R(D) gilt f(ba,T") = 0 fiir Nk g(ba) > T". Somit folgt:

Zu f(ba,T) Z pu(b) f(ba,T).

Nx/q(ba)<T

Nach dem Einsetzen der Definitionen von f und ||.|| erhalten wir:

> ) f(ba,T) = Y p(b)al(ba, T)|

Nk /g(ba)<T N/ g(ba)<T'
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= > u(b)aT* Ni/g(ba) .

Indem wir die Multiplikativitit der Norm ([Le], Kapitel 13.3, Satz 4) und die Aqui-
valenz Nk g(ba) < T Ng/g(b) < [[o]| ausnutzen, kénnen wir schliefen:

> u(b)aT* Ngjg(ba)* = Y pu(b)aT” Ni/q(b)~* Nk g(a)™

Nx/q(ba)<T N /q(ba)<T'

= aT*Ngjg(a)™ > p(b)Ngsg(b) ™ =alp|* > u(b)Ngsg(b)™*

N /q(ba)<T Ng/q(ba)<T'

=afol* > u(b)Niso(b)™

Nk /o(b) <0l

Nun wissen wir aus Lemma 1.9 (¢):

Gels) =3 “([’8 S (b Njo(B)~ + 1(6) Nigj(b)
b

Neo(b)
x/a(b) Nk /g (6)<I[0] Nk /0(6)>[12]

Somit folgt:

Y. uld)Nsg(d) ™ =Cul(s)™ = D u(b) Niyg(b)™

Nk /o (b)<[[0]| Nk /o (6)>[[0]l

Einsetzen dieser Gleichung in unseren letzten Zwischenschritt liefert:

ool S (0 Nigo®) = afolce(s) —afolt 3 O

Nk /0(b)
Nk /0 (8)<[J2] Nk /0(6)>[[0] x/o(b)

Jetzt gilt aber:

_p) . 1] 63 s
Z NK/Q(b)S O Z Z ms O (HDH ) :

Ni/q(0)>[[2l m=[[2[|]+1 NK/Q[Zw:m
Insgesamt gilt also:
alfofl? e _ ool
nf(o) = —al|o]|*O (||o]|" %) = + O ([|o]]) .
) = % 7oy~ @RI0 (1) = £ 75+ ()
Nun zur Aussage iiber die Funktion ¢g. Hier gilt analog:
pg(@) =Y p(b)g(ba, )= > u(b)g(ba,T) = p(b)g(ba,T)
b Nk ,/q(ba)<T Nk, q(B)<|[3|
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Bevor wir g einsetzen, machen wir folgende Fallunterscheidung fiir g¢:

t
Falls [[o]| > A{, dann gilt g(|[o]]) = O <<%> ) und fiir 1 < |0 < A{ gilt g(|[o]]) =
O(1). Dies liefert uns dann:

> ulb)g(ba, T)= > pb)gba,T)+ > pu(b)g(ba,T)

Ny /()< 1<||(ab,T) || <22 A< (ab,T) ||
ab, T ¢
- Y amom+ Y u(b)0<(w>)-
1< (ab,T) | <A A< (ab,T)]| !

Die 1.Summe ist unabhéngig von ¢ und es gilt:

> u(b)o(1) =0 > 1|=0 > o1

1<|(ab,T)[|<A{ 1<[[(ab,T) ]| <A{ Nk /o)<l
LilollJ 6.3(0)
=0 > > = o(pl)
m=1 NK/Qh(b)zm,

Fiir die 2.Summe folgt:

£ oo((“51))- 2, woo( ()

A?<||(ab,T)]| A< ||(ab,T) ||
Y o S (Y Nt
t)dt d
sty /()AL iy (@

So((B) 5 e o[ (B Y e

1
A< (ab.T)| Nic/g()< 2]
1

Nun betrachten wir zuerst den Fall ¢ > 1. Hier ist die Summe durch (g (t) nach oben

0) (%)t > | lNK/@(b)—t —O<(%)t@(t}>.

NK/Q(b)S%

beschrinkt, also:

Jetzt erhalten wir aufgrund der absoluten Konvergenz der Dedekindschen Zetafunk-

tion fiir ¢ > 1 (siche Lemma 1.9 (a)) weiter:

() e)-2((3)
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Im Fall t =1 gilt fiir die Summe:

o
ol B ¥ Mo | -0 5! > o
Y, we Y m

2 =1 b
NK/@(b)S% Nk /g (b)=m

630) (H;—d“ (1 + log™ (@))) .
1 1

Die beiden betrachteten Summe ergeben zusammen

O (% ( + log* (”A—?”») fiir t = 1

1g(@) = O([lo]) + O ((nan

=y

3

1
t
—> fiir £ > 1
wie gewiinscht. O

Mit Cl(a) bezeichnen wir die Klasse von a modulo den Hauptidealen. Wie in 4.2 ist

[X] das von den Komponenten von X erzeugte Ideal und

Ny

1
N 3
o T el T { (o0 )
VESso VESso i=1

Fiir einen Divisor 0 = (a,T) sei L' (d) = LY (a,T) die Menge der Punkte K*X €

P! mit C1([X]) = Cl(a) und Ha,(X)? < |[9]| = T Nk o(a) L. Mit AW (d) bezeichnen

wir die Kardinalitit von LW (d). Beachte, dass fiir |[o]| < 1 sowohl A" (d) als auch

AW (9) Null ist, da Ha,(X) > 1 und dx mindestens Norm 1 hat (siehe 4.2). Somit
gilt AW, AW e R(D).

Theorem 6.4.
. 0(@ <1+1og+ (”%”))) fallsd=1,m =2
AW@) = —"—|pII"+ O (|]p])) + o1
(0) 0 o] (ol o (('L%”) d> sonst,
1
wobei die implizite Konstante in der Abschdtzung von n und K abhdngen kann und

R -n/9 r4+s— r n S —
c, = ZDK?Q” Lo (n) {27 (2n) Y Har (L)%

Beweis: Sei L' (a,T) = {UX € W\{0"})/U | [X] =aund He X <T}. Dann
gilt: '
LV (a,T) = JT" (ab, T),
b
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wobei die disjunkte Vereinigung iiber alle ganzen Ideale b lduft. Beachte, dass die

Menge EW(ab,T) fir Ng/g(b) > m leer ist. Somit folgt, da die Menge der

ganzen Ideale mit Norm kleiner gleich einer Konstanten endlich ist (siehe Lemma
6.3), dass die Vereinigung endlich ist. Die Abbildung ZW(C, T)—LY (¢, T) mit UX
K*X ist eine Bijektion, daher gilt:

A, T)=> A(ab,T).

Weiter folgt AW = yo AV, also pAW = uyo AV = AV, @
Nach Theorem 4.4 gilt \" = f + g, wobei

f®) =c,||o||" und g(®) = O ((%)n_d> + 1.

Also pu\ = pf + pg und mit Lemma 6.2 folgt:

uAY ()

O (1B (1 £ 10g™ (121 fir d—=1.n =2
:\(;#HDH”+O(||D||)+O(||a|y)+ O(Ei<>"+3>g (A)))

| Y; sonst
nf (@) ~ ~ <
1g(0)
. O (L (1+10g" (1)) fird=1,n=2
= ——=pI"+O(]l) + n}
Cx(n) O ((/\_ad> d) sonst.
1
Somit folgt mit der Identitdt ® die Behauptung. m

Mit diesem Resultat ist es nun moglich den verallgemeinerten Satz von Schanuel zu

beweisen.

Verallgemeinerter Satz von Schanuel 0.2 Die Anzahl der Punkte in L mit Héhe

kleiner gleich T' ist

O(/\l <1—|—logJr (%))) +O0(T) fallsd=1n=2

Cp, 1

N(L,T) = hCK(n) T 4 o ((A_Z;)ndl) L0 (Td) sonst,

wobei die implizite Konstante in der Abschdtzung von n und K abhdngen kann, h

die Klassenzahl ist und

Bpyrre s —La(n) (2%a(2n)}* Har(L)

Cp = —
n = PR/
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Beweis: Sei a; ein Vertretersystem der Idealklassen. Dann ist die Anzahl der Punkte

zu der Idealklasse Cl(a;) mit Hohe kleiner gleich T: AW (a;, T% N /o(a;))
Somit gilt flir n =2 und d = 1:

Z AW (a;, T Nisg (7))

g

Z | (a5, T Nigy () || + O (|| (@i, T Ny () )

(uwNm Ol (e LT S0t

= Z CK—(n) (T Niyo (a:) Nkjg (a:) )" 4+ O (T Nk (a;) Nigjg (a;) )

+0 (TNK/@ (ai)>\11\TK/@ (a))”" (1 +log" (TNK/@ (ﬂilll\TK/@ (ai)_1>)>
:Z<§Zn>T"+O< o5 (0 (5)))
C}(( )T”+O( )+ O (ATI (1+log+ (%))) :

Fiir alle anderen Fille folgt:

N(L,T) = Z A" (a:, T Nigjq (a:))

23 oty (o TN @) [ 40 (]| (0 TN (0) )

+0 ((<T Nisg <ai>>>”>
A

=D KFn) (T Nig () Nigjg (@) 1) + O ((T% N s (@) Nigyg (a5) ™))

+0 ((T Nic/o (@) Ni/g <ai>1)”3)
X

CK( )T”d+O(Td) +0 ((i)ndl) :
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