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Prasenziibung 4

Fiir die Bearbeitung der Aufgaben siche man auch Kapitel 2.2 des Skriptes.

Aufgabe 1

Man l6se das folgende lineare Gleichungssystem mittels elementaren Umformungen
einmal iiber den rationalen Zahlen Q und einmal unter der Annahme, dass die
Koeffizienten aus dem Korper Z/37Z stammen:

Ty —Ty +2x3 +2z5 = 0
201 —2x9 +4xs +4xy =0
—I —2.T2 —5.T3 —XTy —4(L’5 =0

To +r3 +2x4 —ax5 = 0

r1 w9 H4x3 +6x4 —25 = 0

Aufgabe 2

Man gebe zu den folgenden linearen Gleichungssystemen (iiber Q ) die zugehérige
Koeffizientenmatrix bzw. erweiterte Koeffizientenmatrix an. Des Weiteren 16se man
die linearen Gleichungssysteme mittels elementaren Umformungen. Gib jeweils den
Typ der elementare Umformung und zum Schluf auch die Lésungsmenge an.

(1)

21’1 —|—3.T2 —4I3 —7LL’4 = 0
31‘1 +8[E2 +x3 —71'4 = 0
T +4I2 +3[L‘3 —XTy = 0
1 +3ry 4wy —2x4 = 0
(i)
T2 +x3 = 1
T +2£L'2 +4£L’3 =0
T +3$2 +5$3 =1
(iii)
2LL’1 +3 =0
) —x3 —Ty4 = 5
T1 2w +try = 2
3.1131 +3$2 = 6
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Aufgabe 1

Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems ist ein Untervek-
torraum. Man mache sich dies noch einmal klar. In dieser Aufgabe geht es um die
Umkehrung der Aussage, d.h. jeder Untervektorraum ist auch Losungsmenge eines
homogenen linearen Gleichungssystems.

Finde zu den folgenden Untervektorriumen des R? jeweils ein homogenes lineares
Gleichungssystem, dessen Losungsmenge der Untervektorraum ist. Uberpriife dies,
indem du auch die Losungsmenge der von dir gefundenen Gleichungen bestimmst.

1 1 1 0
U, := Lin 2 ,  Us:=Lin 21,10 ,  Us:=Lin 0
3 3 1 0
1 1 1 1 2 1
U, := Lin 21,141,160 , Us:=Lin 21,111,160
2 3 1 2 0 1

Aufgabe 2

Welche Dimensionen haben die in Aufgabe 1 definierten Untervektorrdume U;? Dazu
schlage die Definition der Dimension im Skript zur Vorlesung nach (2.3.16 im Skript).
Wieviele Gleichungen hast du jeweils gefunden?

Aufgabe 3

Ublicherweise werden die Losungsvektoren eines linearen Gleichungssystems als Spal-
tenvektoren des K™ geschrieben. Analog kénnen wir die Gleichungen als Zeilenvek-
toren des K™ auffassen. In den Beispielen aus Aufgabe 1 also Zeilen- und Spalten-
vektoren des R3.

Betrachte die von dir gefundenen Gleichungen aus Aufgabe 1. Fasse sie als Zei-
lenvektoren auf und bezeichne mit Wy, ... W5 die davon erzeugten Untervektorrau-
me. Wenn du also zum Beispiel drei Gleichungen gefunden hast, die U; als Lo&-
sungsraum haben, und diese mit den Zeilenvektoren wi, wsy, w3 bezeichnest, dann
soll W, = Lin{w;, ws, w3} sein. Welche Dimension haben die Untervektorraume
Wh, ... W5? Was fallt dir auf?
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Aufgabe 1 (ca. 15 min.)
Die Matrizen A, B und C' mit Elementen aus R seinen definiert durch

2 1 010
A::((l) (1) _01), B=|1 -2 ]|, C=|001
3 1 100
Berechne, soweit moglich, die folgenden Matrizenausdriicke:
a) AB,BA,AC,CA, BC,CB, A?, B? und C?,
b) 0100
c) A(BA—C)und ACB + ABC.
Aufgabe 2 (ca. 75 min)
r1 T2 I3
Fiir ¢ € R sei M, die Menge aller reellen 3 x 3-Matrizen X = | x4 5 ¢ | mit
7 Tg X9

der Eigenschaft, dass alle Zeilensummen, Spaltensummen und Diagonalsummen
in X gleich ¢ sind. Die Elemente in M := U M, heilen magische Quadrate.

ceR

a) Zeige, dass M ein Untervektorraum des Vektorraumes R3*3 ist. Zeige weiter,
dass M. # 0 ist fiir alle ¢ € R. Bestimme alle ¢ € R fiir die M, ein
Untervektorraum ist.

b) Zeige, dass fiir alle X € M, die Gleichung ¢ = 3z gilt. Was folgt hieraus
speziell fiir die Gestalt der X aus M7

21914
c¢) Erginze das folgende magische Quadrat: | | | |
1 -1 0 0 1 -1
d) Zeige, dass By = -1 0 1 und By = -1 0 1 eine
0 1 -1 1 -1 0

Basis von Mj bilden. Ergénze diese Basis zu einer Basis von M.
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Aufgabe 1
Man ergéinze eine linear unabhéngige Teilmenge der folgenden Vektoren zu einer
Basis des Vektorraums Fj:

=] Wl D] =
(en]] n-l;l Wl Do
—| r—t“l —|
wl P—\:I | DI

Aufgabe 2
Die Menge der 3 x 3-Matrizen iiber Q sei mit Q3*3 bezeichnet. Betrachte die Teil-
menge

Sym,(Q) := {A € Q¥ : A" = A} C Q¥

der symmetrischen Matrizen. Hierbei ist A' die zu A transponierte Matrix.
Man zeige, dass Sym;(Q) ein Untervektorraum von Q3*3 ist. Welche Dimension

hat Sym,(Q)?

Aufgabe 3
Sei K ein Kérper und Homg (K2, K3) der K-Vektorraum der K-linearen Abbildun-
gen f: K? — K?. Man zeige, dass die linearen Abbildungen f;; : K? — K?® gegeben

durch
. 6]‘ ’L: ]{7
f”(e’“>_{o ik

wobei 4,k € {1,2} und j € {1,2,3} linear unabhingig in Homg(K?, K?) sind.
Welche Dimension hat der K-Vektorraum Hompg (K2, K3)?
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Aufgabe 1
Man bestimme von den folgenden R-linearen Abbildungen jeweils eine Basis von
Kern(F;), i =1,2:

(i)

x Ty
Fl:R2—>R3,< )»—> Yy—x
Y x
(i)
x 20 +y + 3z
F-RESR [y | — r+4y —z
z —7y + 5z
Aufgabe 2
Wir betrachten die 4 x 3-Matrix
1 -1 2
2 0 =2
M -1 -1 4
3 -1 0
und die R-lineare Abbildung
x x
Fy:RSRY [y | —wM| y
z z

Man bestimme eine Basis des Kerns und des Bildes von F}y.

Aufgabe 3
Sei R2*2 der R-Vektorraum der 2 x 2-Matrizen iiber R und

R L2 2%2
M.—(O 3)ER

F:R¥»? 5 R¥2 A AM — MA

eine R-lineare Abbildung ist und bestimme dann eine Basis von Kern(F').

Man zeige, dass
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Aufgabe 1
Wir betrachten den Vektorraum Q2*? der 2 x 2-Matrizen iiber Q.

(i) Man zeige, dass die Abbildung
F - @2><2 N @2><2 A At
linear ist. Hierbei bezeichnet A die zu A transponierte Matrix.
(ii) Die mittels F' definierte Abbildung
G:Q¥* = Q¥ A (d—F)(A) = A—-F(A)
ist ebenfalls eine lineare Abbildung. Bestimme Basen von Kern(G) und Bild(G).
Aufgabe 2

Untersuche, wie viele lineare Abbildungen F' : R* — R? mit F'(v;) = w; es in den
folgenden Situationen gibt.

(1)

1 1 0
0 1
nv=|2 |,o=1| 1 |,v3=1| 1 undw1:(1>,w2:<1),w3—(
3 1 2
(iii)
1 1 0
2 1
vi=1 2 o= 1 |,v35=1]1 undw1:(1>,w2 <1),w3:
3 1 2

(iv)
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